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▷ 1. Íàéäèòå äâå ïîñëåäíèå öèôðû ÷èñëà a2024, ãäå ak = 7ak−1 , a1 = 7.

Ðåøåíèå: Âûïèøåì ïîñëåäíèå äâå öèôðû ïåðâûõ âîñüìè ñòåïåíåé ÷èñëà 7.
71 = ...07, 72 = ...49, 73 = ...43, 74 = ...01, 75 = ...07, 76 = ...49, 77 = ...43, 78 =
...01.
77 = 4k + 3 ⇒ 77

7

= (74)k · 73 = (...01) · (...43) = ...43.

▷ 2. Ðåøèòå óðàâíåíèå: 4x+ 3y − 2x
[
x2+y2

x2

]
= 0, ãäå [a] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà

a.

Ðåøåíèå: Ïåðåïèøåì äàííîå óðàâíåíèå â ñëåäóþùåì âèäå

4x+ 3y

2x
=

[
x2 + y2

x2

]
.

Èç ýòîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî k = 3y
2x ÿâëÿåòñÿ öåëûì. Ïðåîáðàçóåì

äàííîå óðàâíåíèå ñ ó÷¼òîì óêàçàííîãî ôàêòà:

2 + 3y
2x =

[
1 + y2

x2

]
, 2 + 3y

2x =
[
y2

x2

]
+ 1, 1 + k =

[
4
9k

2
]
.

Íà îñíîâàíèè îïðåäåëåíèÿ öåëîé ÷àñòè èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî

1 + k ⩽
4

9
k2 < 2 + k

èëè {
4k2 − 9k − 9 ⩾ 0

4k2 − 9k − 18 < 0

Ðåøåíèåì ïåðâîãî íåðàâåíñòâà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé(
−∞,− 3

4

]
∪ [3; +∞),

ðåøåíèåì âòîðîãî - ïðîìåæóòîê
(

9−3
√
41

8 , 9+3
√
41

8

)
.

Îòêóäà â ñèëó òîãî, ÷òî k � öåëîå, äåëàåì âûâîä, ÷òî k = 3 è -1. Òàêèì îá-
ðàçîì, y = 2x, y = − 2

3x è, â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ ìîæíî âçÿòü ñëåäóþùèå ïàðû
(n; 2n) è (3n;−2n), ãäå n ∈ Zè n ̸= 0.

▷ 3. Íà äîñêå íàïèñàíî 100 ÷èñåë. Ñðåäè âñåõ èõ ïîïàðíûõ ïðîèçâåäåíèé
ðîâíî 2024 îòðèöàòåëüíûõ. Ñêîëüêî èç èñõîäíûõ ÷èñåë ðàâíû 0?

Ðåøåíèå: Ïóñòü ñðåäè íàïèñàííûõ ÷èñåë x ïîëîæèòåëüíûõ è y îòðèöàòåëü-
íûõ. ( x, y � íàòóðàëüíûå ÷èñëà x+ y ⩽ 100). Òàê êàê îòðèöàòåëüíûå ïðîèçâå-
äåíèÿ âîçíèêàþò òîëüêî ïðè óìíîæåíèè ÷èñåë ðàçíîãî çíàêà, ñðåäè ïîïàðíûõ
ïðîèçâåäåíèé ðîâíî xy îòðèöàòåëüíûõ. Èìååì xy = 2024. Òîãäà íàèáîëüøåå
èç ÷èñåë x è y íå ïðåâîñõîäèò 44 <

√
2024 < 45, ò. å. íå ìåíåå 44.

Êðîìå òîãî, ýòî ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ÷èñëà 2024 = 23 · 11 · 23.
Äåëèòåëåé � 4 · 2 · 2 = 16. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî òàêèìè ÷èñëàìè ëåæàùèìè â
èíòåðâàëå [44; 100], áóäóò òîëüêî ÷èñëà 44 è 46. Èç óðàâíåíèÿ xy=2024 íàõî-
äèì, ÷òî âòîðîå ÷èñëî ïðè ýòîì áóäåò ðàâíÿòüñÿ 46 èëè 44. Ïàðà (88;23) íå
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ x+ y ⩽ 100. Îñòà¼òñÿ äâà âàðèàíòà: 44 îòðèöàòåëüíûõ
÷èñåë, è 46 ïîëîæèòåëüíûõ, èëè íàîáîðîò. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ÷èñëî íåíóëåâûõ
÷èñåë 90, à ïîýòîìó ñðåäè èñõîäíûõ ÷èñåë ðîâíî 10 íóëåâûõ.

▷ 4. Íàéäèòå íàòóðàëüíûå ÷èñëà m è n, åñëè èç ÷åòûð¼õ óòâåðæäåíèé
1) m˘n äåëèòñÿ íà 3;
2) m+ 2n � ïðîñòîå ÷èñëî;
3) m = 4n˘1;
4) m+ 7 äåëèòñÿ íà n
òðè èñòèííû, à îäíî ëîæíî.

Ðåøåíèå: Ìû ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

1. Ïóñòü óòâ. 1 èñòèííî (m− n
...3). Òîãäà óòâ. 3 ëîæíî, ò. ê. èç m = 4n˘1 ïîëó-

÷àåòñÿ m − n = 3n˘1 íå
...3. Ñëåäîâàòåëüíî, óòâ. 2 è 4 äîëæíû áûòü èñòèííû,

ò. ê. ñðåäè âñåõ óòâåðæäåíèé òîëüêî îäíî ëîæíîå. Èç óòâ. 2 ïîëó÷àåì, ÷òî

m + 2n = (m − n) + 3n
...3, â òî æå âðåìÿ ýòî ÷èñëî ïðîñòîå. Åñòü òîëüêî îä-

íî ïðîñòîå ÷èñëî, äåëÿùååñÿ íà 3. Ýòî ñàìîå ÷èñëî 3. Çíà÷èò, m + 2n = 3 è
m = n = 1, âåäü m,n �� íàòóðàëüíûå. Óáåæäàåìñÿ, ÷òî ïàðà (1,1) ïîäõîäèò
ïîä óñëîâèå.
2. Ïóñòü óòâ. 1 ëîæíîå. Òîãäà âñå îñòàëüíûå èñòèííû. Èç óòâ. 3 è 4 ïîëó÷àåì:

m + 7 = (4n − 1) + 7 = 4n + 6
...n, îòêóäà 6

...n. Íàòóðàëüíûå äåëèòåëè øåñò¼ðêè
�� ýòî 1, 2, 3, 6. Èç óòâ. 3 íàõîäèì ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ m: 3, 7, 11, 23.
Ïîñëåäíÿÿ ïàðà (23,6) íå óäîâëåòâîðÿåò âòîðîìó óñëîâèþ �- ÷èñëîm+2n = 35
íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì. Îñòàëüíûå ïàðû, êàê ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ïîäõîäÿò.

▷ 5. Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè 11 ïðîñòûõ ÷èñåë ñîñòàâëÿþò àðèôìåòè÷åñêóþ ïðî-
ãðåññèþ, òî ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç íèõ áîëüøå 20000.

Ðåøåíèå: Ïóñòü d � ðàçíîñòü àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè, a1, a2, ...ap � ÷ëå-
íû ïðîãðåññèè, p = 11. Ïî òåîðåìå Òåáîëüòà, êîòîðàÿ ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:



Åñëè n ÷ëåíîâ àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè ÿâëÿþòñÿ íå÷åòíûìè ïðîñòûìè
÷èñëàìè, òî ðàçíîñòü ïðîãðåññèè äåëèòñÿ íà êàæäîå ïðîñòîå ÷èñëî, ìåíüøåå
n.

d äåëèòñÿ íà 2 · 3 · 5 · 7 · 11 = 2310.
ap = d ∗ 10 + a1

ap = 23100 + a1, ñëåäîâàòåëüíî, ap ⩾ 23101., à çíà÷èò, ïî êðàéíåé ìåðå ap è
ap−1 áóäóò áîëüøå 20000.

▷ 6. Äàí îòðåçîê, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà 1. Ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè
ïîñòðîéòå îòðåçîê, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà 32

√
31.

Ðåøåíèå:
(√

15a
)2

=
√
(4a)2 − a2 ⇒

√
(
√
15a)2 + (4a)2 =

√
31a

Ïóñòü l = 32
√
31

l1 =
√
(4l)2 + (

√
15l)2 =

√
31l, | l1 |= 31

1
2+

1
32 = 31

17
32

l2 =
√
(4l1)2 + (

√
15l1)2 =

√
31l1, | l2 |= 31

33
32

l3 =
√
l1 · l2 = 31

25
32

l4 =
√
l3 · l2 = 31

29
32

l5 =
√
l4 · l2 =

(
31

29
32+

33
32

) 1
2

= 31
31
32

l6 =
√
l5 · l2 =

(
31

31
32+

33
32

) 1
2

= 31

l6 äåëèì íà 31 ðàâíóþ ÷àñòü ïî òåîðåìå Ôàëåñà.

▷ 7. Èç ïîëíîãî íàáîðà òð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë íàóäà÷ó âûáèðàåòñÿ îäíî. Íàéòè
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî öèôðû â çàïèñè ýòîãî ÷èñëà ðàñïîëàãàþòñÿ:
à) â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ñëåâà íàïðàâî;
á) â ïîðÿäêå íåâîçðàñòàíèÿ ñëåâà íàïðàâî.
Ñ÷èòàòü, ÷òî ÷èñëà íå ìîãóò íà÷èíàòüñÿ ñ öèôðû 0.

Ðåøåíèå: à) Ïóñòü ñîáûòèå B �- ïîëó÷åíèå òð¼õçíà÷íîãî ÷èñëà, öèôðû êî-
òîðîãî ðàñïîëàãàþòñÿ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ñëåâà íàïðàâî (íàïðèìåð, 123;
238; 489 è ò. ä.). Î÷åâèäíî, ÷òî â çàïèñè òàêèõ ÷èñåë íå äîëæíî áûòü öèôðû
0. Îáùåå êîëè÷åñòâî òð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë N = 900, èç êîòîðûõ ñîáûòèþ B áëà-
ãîïðèïÿòñòâóþò
C3

9 = 9!
3!·6! =

9·8·7
6 = 84èñõîäà.

Ïîýòîìó P (B) = M2

N = 84
900 = 7

75 = 0, 0933.
á) Ïóñòü ñîáûòèå D �� ïîëó÷åííûå ÷èñëà, öèôðû êîòîðîãî ðàñïîëîæåíû â ïî-
ðÿäêå íåâîçðàñòàíèÿ ñëåâà íàïðàâî (íàïðèìåð, 111, 200, 210, 331, 921 è ò. ä.).
Î÷åâèäíî, N = 900.
×èñëî èñõîäîâ, áëàãîïðèïÿòñòâóþùèõ ñîáûòèþ D, îáîçíà÷èì ÷åðåç 4.
×èñëî 4 áóäåì âû÷èñëÿòü ïî ôîðìóëå: 4 = L1 + L2 + L3 + L4,
Ãäå L1 � êîëè÷åñòâî âñåõ òð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë, öèôðû â çàïèñè êîòîðûõ ðàñ-

ïîëîæåíû ïî óáûâàíèþ, íàïðèìåð, 210; 321,975 è ò. ä. L2 � êîëè÷åñòâî òð¼õ-
çíà÷íûõ ÷èñåë, öèôðû â çàïèñè êîòîðûõ îäèíàêîâû, íàïðèìåð, 111;222;777; è
ò. ä. L3 � êîëè÷åñòâî òð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë, ó êîòîðûõ âñå öèôðû ðàñïîëîæåíû â
íåâîçðàñòàþùåì ïîðÿäêå è ïîñëåäíèå äâå îäèíàêîâû, íàïðèìåð, 211; 977; 544 è
ò. ä. . L4 - êîëè÷åñòâî òð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë, ó êîòîðûõ âñå öèôðû ðàñïîëîæåíû
â ïîðÿäêå íåâîçðàñòàíèÿ è ïåðâûå äâå öèôðû îäèíàêîâû, íàïðèìåð, 110; 221;
995 è ò. ä.
Ñóùåñòâóåò C3

10 òð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë, öèôðû â çàïèñè êîòîðûõ ðàñïîëîæåíû ïî
óáûâàíèþ.
Ïîýòîìó L1 = C3

10 = 120.
Î÷åâèäíî, ÷òî L2 = 9, òàê êàê 111, 222, 333,. . . ,999 � âñåãî 9 ÷èñåë.
Èùåì L3 ìåòîäîì ïåðåáîðà. Î÷åâèäíî, ÷òî ñóùåñòâóåò òîëüêî 9 ÷èñåë, ó êîòî-
ðûõ ïîñëåäíèå äâå öèôðû � 0:
100, 200, 300,. . . ,900.
Àíàëîãè÷íî ðàññóæäàÿ, ìîæíî çàïèñàòü:
211, 311, 411,. . . ,911 � 8 ÷èñåë.
322, 422, 522,. . . ,922 � 7 ÷èñåë.
. . .
988 � 1 ÷èñëî.
Òàêèì îáðàçîì,
L3 = 9+8+7+. . . +1=45.
Àíàëîãè÷íî èùåòñÿ L4 � êîëè÷åñòâî òð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë, âñå öèôðû ó êîòîðûõ
ðàñïîëîæåíû â ïîðÿäêå íåâîçðàñòàíèÿ è ïåðâûå äâå öèôðû â çàïèñè îäèíàêî-
âû. Ýòè ÷èñëà ïåðå÷èñëåíû íèæå:

110;
220. 221;
330, 331, 332;
440, 441, 442, 443;
. . .
990, 991, 992, 993,. . . ,998.
Òîãäà L4 = 1 + 2 + 3 +. . . +9 = 45.

4 = L1 + L2 + L3 + L4 = 120 + 9 + 45 + 45 = 219.
Ïîýòîìó P (D) = 219

900 = 73
300 = 0, 2433.

▷ 8. Ðàçâ¼ðòêà ïðàâèëüíîé ÷åòûð¼õóãîëüíîé ïèðàìèäû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ïëîñêóþ ôèãóðó, êîîðäèíàòû (x, y) òî÷åê êîòîðîé óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ

max{ | x |, | y |}+min{ | x− y |, | x+ y |} ⩽ a.

Íàéäèòå ðàäèóñ øàðà, âïèñàííîãî â ýòó ïèðàìèäó.

Ðåøåíèå:
Ïóñòü P - èñêîìàÿ ïëîñêàÿ ôèãóðà. Åñëè M(x0, y0) ∈ P , òî ±x0,±y0 ∈ P è



±x0,±y0 ∈ P , ñòàëî áûòü P èìååò ÷åòûðå îñè ñèììåòðèè : y = x, y = −x, y = 0,
x = 0. Ïóñòü y ⩾ x ⩾ 0, òîãäà max| x |, | y | = y, min| x− y |, | x+ y | = y − x,
ò.å. {

2y − x ⩽ α

y ⩾ x ⩾ 0

Îòîáðàæàÿ ïîëó÷åííóþ ôèãóðó îòíîñèòåëüíî îñåé ñèììåòðèè, ïîëó÷èì ôè-
ãóðó P � ðàçâåðòêó ÷åòûð¼õóãîëüíîé ïèðàìèäû ñ êâàäðàòíûì îñíîâàíèåì,
ðàâíûì α =

√
2. Âûñîòà ïèðàìèäû H =

√
AB2 −AO2 = α. Ñëåäîâàòåëüíî,

îáú¼ì ïèðàìèäû V = 1
3Sîñí.H = a3

6 , ïëîùàäü ïîëíîé ïîâåðõíîñòè Sï.ï. =

4
(
a2 − a2

2

)
= 2a2. Èçâåñòíî, ÷òî V = 1

3rSï.ï., ñëåäîâàòåëüíî r = 3V
Sï.ï.

= α
4 .

▷ 9. Ïðî òðè ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ÷èñëà èçâåñòíî, ÷òî ñóììà êóáîâ ëþáûõ
äâóõ èç íèõ ðàâíî ðàçíîñòè ìåæäó êâàäðàòîì òðåòüåãî è ÷èñëà 3

4 . Íàéäèòå
ïðîèçâåäåíèå ýòèõ ÷èñåë.

Ðåøåíèå: Ïóñòü a, b, c � çàäàííûå ÷èñëà. Ïî óñëîâèþ èìååì ñèñòåìó ðà-
âåíñòâ:
a3 + b3 = c2 − 3

4 , b
3 + c3 = a2 − 3

4 , a
3 + c3 = b2 − 3

4 . (1)
Âû÷èòàÿ èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà âòîðîå, ïîëó÷èì a3 − c3 = c2 − a2.
Ñîêðàùàÿ íà (a− c), ïî óñëîâèþ a ̸= c, ïîëó÷àåì a2 + ac+ c2 = −(a+ c).
Àíàëîãè÷íî ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî b2+ab+a2 = −(a+b) è b2+bc+c2 = −(b+c),
ò. å. a2 + ac+ c2 = −(a+ c), b2 + ab+ a2 = −(a+ b), b2 + bc+ c2 = −(b+ c). (2)
Ïîýòîìó (a2+ac+c2)˘(b2+bc+c2) = (b+c)˘(a+c), îòêóäà (a2−b2)+c(a−b) =
−(a− b).
Ñîêðàùàÿ íà (a− b), ïî óñëîâèþ a ̸= b, ïîëó÷àåì a+ b+ c = −1. (3)
Ñêëàäûâàåì âñå òðè ðàâåíñòâà (2), ïîëó÷èì 2(a2 + b2 + c2) + (ab + bc + ac) =
−2(a+ b+ c), 2(a+ b+ c)2 − 2(ab+ bc+ ac) = 2.
Îòêóäà (ñì (3)):
ab+ bc+ ac = 0. (4)
Äàëåå âîçâåä¼ì â êóá îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (3): −1 = (a+ b+ c)3 = a3 + b3 + c3 +
3(a2b+ ab2 + b2c+ bc2 + a2c+ ac2) + 6abc(5)
Çàìåòèì, ÷òî (a2b+ab2+ b2c+ bc2+a2c+ac2) = (a+ b+ c)(ab+ bc+ ca)−3abc =
0− 3abc = −3abc.

Äàëåå, ñêëàäûâàÿ âñå òðè ðàâåíñòâà (1), ïîëó÷èì
2(a3+b3+c3) = a2+b2+c2− 9

4 = (a+b+c)2−2(ab+bc+ca)− 9
4 = (−1)2−2∗0− 9

4 =
1− 9

4 = − 5
4 , îòêóäà a3 + b3 + c3 = − 5

8 .
Òîãäà ðàâåíñòâî (5) ïðèíèìàåò âèä: −1 = − 5

8 + 3(−3abc) + 6abc = − 5
8 − 3abc.

Òîãäà 3abc = 1− 5
8 = 3

8 .
Ñëåäîâàòåëüíî, abc = 1

8 .

▷ 10. Íàéäèòå, ïî êðàéíåé ìåðå, îäèí íàáîð âîñüìè ðàçëè÷íûõ íàòóàëüíûõ
÷èñåë, îòëè÷íûõ îò íóëÿ, òàêèõ, ÷òî ñóììà èõ êóáîâ ðàâíÿåòñÿ ñëåäóþùåìó
14-çíà÷íîìó ÷èñëó N = 16781934923776.

Ðåøåíèå: Ïðîàíàëèçèðóåì ÷èñëî N : 3776 = 16 · 236

⇒ N
...16

S1 = 1 + 7 + 1 + 3 + 9 + 3 + 7 = 31
S2 = 6 + 8 + 9 + 4 + 2 + 7 + 6 + 42

S1 − S2 = 11 ⇒ N
...11 ⇒ N

...176

16781934923776
...176 = 95351902976

N = 176 · 95351902976 = 176 ·N1

N1

...16(2976 = 16 · 186)

N1

...11, S1 = 9 + 3 + 1 + 0 + 9 + 6 = 28
S2 = 5 + 5 + 9 + 2 + 7 = 28
95351902976:176= 54177217

N2 = 54177217
N = 1762 ·N2 = 1763 · 3078251 = 1763 · 11 · 279841

279841íå
...11

2+9+4=15
7+8+1=16

279841íå
...13; 17; 19

279841 = 23 · 12167 = 232 · 529 = 234

N = 20244

Îáîçíà÷èì íàáîð ÷èñåë ÷åðåç m3
k, ãäå 1 ⩽ k ⩽ 8

m3
1 +m3

2 +m3
3 +m3

4 +m3
5 +m3

6 +m3
7 = 20244

mk = nk · 2024
n3
1 + n3

2 + n3
3 + n3

4 + n3
5 + n3

6 + n3
7 = 2024,2024 = 2025− 1 = 452 − 12

Èçâåñòíî, ÷òî 13 + 23 + 33 + · · ·+ k3 =
[
k·(k+1)

2

]2
k·(k+1)

2 = 45, k · (k + 1) = 90, k = 9
23 + 33 + · · ·+ 93 = 2024



Ïåðåéä¼ì îò nk ê mk :
40483 + 60723 + 80963 + 101203 + 121443 + 141683 + 161923 + 182163 = 20244.


